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Resumo
Neste trabalho, estudamos uma generalização do conceito de semigrupo
cíclico introduzido por Kim e Komeda (Arch. Math., 2001). Dizemos que um semigrupo
numérico 𝐻 = {0 < ℎ1 < ℎ2 < ...} é 𝑡-Galois-Weierstrass se existem um recobrimento
galoisiano 𝒳 → P1 de grau ℎ𝑡 e um ponto 𝑃 ∈ 𝒳 totalmente ramificado por este morfismo
tal que 𝐻 = 𝐻(𝑃 ), o semigrupo de Weierstrass de 𝑃 .
Caracterizamos semigrupos numéricos 𝑡-Galois -Weierstrass por meio de
um determinado sistema linear. Também mostramos um critério para verificar que um
dado semigrupo numérico 𝐻 não é 𝑡-Galois-Weierstrass para alguns valores de 𝑡, e, final-
mente apresentamos alguns exemplos e aplicações.
Palavras-chave: Curvas algébricas, Semigrupos numéricos, Semigrupos de Weiers-
trass.
Abstract
In this work, we study a generalization of the concept of cyclic semigroup
introduced by Kim and Komeda (Arch. Math., 2001). We say that a numerical semigroup
𝐻 = {0 < ℎ1 < ℎ2 < ...} is 𝑡-Galois-Weierstrass if there exists a Galois covering 𝒳 → P1
of degree ℎ𝑡 and a point 𝑃 ∈ 𝒳 totally ramified by this morphism such that 𝐻 = 𝐻(𝑃 ),
the Weierstrass semigroup of 𝑃 .
We characterize 𝑡-Galois-Weierstrass numerical semigroups by means of
certain linear system. We also show a criterion to verify that 𝐻 is not a 𝑡-Galois-
Weierstrass for some 𝑡, and finally we give some examples and applications.
Keywords: Algebraic curves, Numerical semigroups, Weierstrass semigroups.
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Introdução
A estrutura de semigrupo numérico é bastante simples, tratando-se de um
subconjunto dos números naturais unidos com o zero, que fechado para a adição, que
contenha o zero e cujo complementar seja finito. Estudados desde o século XIX, semigru-
pos numéricos têm aparecido tanto na Aritmética quanto na Álgebra, com aplicações e
pesquisas pertinentes à Teoria de Curvas Algébricas, por exemplo.
Um problema interessante neste âmbito é a busca por ferramentas que
possibilitem verificar se um dado semigrupo numérico 𝐻 é, ou não, um semigrupo de
Weierstrass, ou seja, verificar se existe uma curva algébrica, não singular e irredutível, 𝒳
sobre um corpo 𝑘 e um ponto 𝑃 ∈ 𝒳 , tal que 𝐻(𝑃 ) = 𝐻, onde:
𝐻(𝑃 ) = {𝑛 ∈ N ∪ {0} ;∃𝑓 ∈ 𝑘(𝒳 ), onde (𝑓)∞ = 𝑛𝑃} .
Em particular, seja 𝑝 um número primo maior ou igual a 3; um 𝑝-semigrupo
𝐻, isto é, um semigrupo com multiplicidade 𝑝, é dito cíclico se existe algum recobri-
mento de grau 𝑝 da reta projetiva P1(𝑘), onde 𝑘 é um corpo algebricamente fechado
de característica zero, com algum ponto de ramificação 𝑃 , tal que 𝐻(𝑃 ) = 𝐻. Inspi-
rados pelo trabalho de Morrison e Pinkham [7], Kim e Komeda [5] mostraram que um
𝑝-semigrupo 𝐻 é cíclico se, e somente se, a base standard de 𝐻, ou seja, 𝐵(𝐻, 𝑝) =
{𝑝, 𝑠1, ..., 𝑠𝑝−1; 𝑠𝑖 = min {ℎ ∈ 𝐻;ℎ ≡ 𝑖 mod 𝑝}}, tem a seguinte forma:
𝐵(𝐻, 𝑝) = {𝑝} ∪
⎧⎨⎩
𝑝−1∑︁
𝑗=1
(︃
𝑖𝑗 −
⌊︃
𝑖𝑗
𝑝
⌋︃
𝑝
)︃
ℓ𝑗; 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑝− 1
⎫⎬⎭ ,
para alguns números inteiros não negativos ℓ1, ℓ2, ..., ℓ𝑝−1, com 𝑝 -
∑︀𝑝−1
𝑗=1 𝑗ℓ𝑗.
Neste trabalho apresentamos uma generalização do conceito de semigrupo
cíclico, apresentando uma família de semigrupos numéricos que chamamos de 𝑡-Galois-
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Weierstrass. Diremos que o semigrupo 𝐻 = {0 < ℎ1 < ℎ2 < ...} é 𝑡-Galois-Weierstrass
se dado seu 𝑡-ésimo elemento ℎ𝑡, existe um recobrimento galoisiano 𝜑 : 𝒳 → P1(𝑘), de
grau ℎ𝑡 sobre a reta projetiva P1(𝑘), e um ponto 𝑃 ∈ 𝒳 , com 𝜑−1(𝜑(𝑃 )) = {𝑃}, tal que
𝐻(𝑃 ) = 𝐻. Tomaremos também 𝑘 algebricamente fechado, mas faremos isso apenas para
facilitar os cálculos, pois basta que 𝑘 tenha raízes primitivas da unidade o suficiente.
No Capítulo 1, apresentamos o ferramental necessário para o desenvol-
vimento dos principais resultados e consideramos as seguintes famílias de semigrupos
numéricos: semigrupos do tipo recobrimento duplo [6] e semigrupos esparsos [3].
No Capítulo 2, concluímos que um semigrupo numérico𝐻 = ⟨ℎ𝑡, 𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠ℎ𝑡−1⟩
é 𝑡-Galois-Weierstrass se, e somente se, o seguinte sistema tem solução dada por inteiros
não negativos ℓ1, ℓ2, ..., ℓℎ𝑡−1:
(𝜋𝑡(𝑖𝑗))(ℎ𝑡−1)×(ℎ𝑡−1) (ℓ𝑗)(ℎ𝑡−1)×1 = (𝑠𝑖)(ℎ𝑡−1)×1,
onde 𝑠𝑖 = min{ℎ ∈ 𝐻;ℎ ≡ 𝑖( mod ℎ𝑡)} e 𝜋𝑡(𝑥) = 𝑥− ⌊𝑥/ℎ𝑡⌋.
Pedimos que ∑︀ℎ𝑡−1𝑗=1 𝑗ℓ𝑗 seja congruente a 1 módulo ℎ𝑡 para facilitar os
cálculos, mas isso não é estritamente necessário, bastando que sejam relativamente primos
e dado que o conjunto
⎧⎨⎩
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
(︂
𝑖𝑗 −
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
)︂
ℓ𝑗; 𝑖 = 1, 2, ..., ℎ𝑡 − 1
⎫⎬⎭
é um sistema completo de classes residuais módulo ℎ𝑡.
Terminarmos apresentando uma série de aplicações e exemplos.
Capítulo 1
Preliminares
1.1 Curvas Algébricas e Extensões de Corpos
Nesta seção apresentaremos alguns resultados conhecidos sobre curvas al-
gébricas e extensões de corpos que serão importantes no decorrer deste trabalho. Chama-
remos apenas por curva uma curva algébrica plana irredutível e não singular.
Sejam 𝑘 = 𝑘 (um corpo algebricamente fechado) e 𝑓(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑘 [𝑥, 𝑦] um
polinômio em duas variáveis de grau 𝑑. Chamamos de curva algébrica plana 𝒳 o conjunto
dos pontos 𝑃 ∈ P2, tais que 𝑓 *(𝑃 ) = 0, onde 𝑓 *(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧𝑑𝑓(𝑥/𝑧, 𝑦/𝑧). Dizemos que a
curva é irredutível se 𝑓(𝑥, 𝑦) for irredutível.
De [14], página 54, temos o seguinte lema:
Lema 1.1. Suponha que 𝑦𝑛 − 𝑔(𝑥) é um polinômio com coeficientes em 𝑘. As seguintes
condições são equivalentes:
1. o polinômio 𝑦𝑛 − 𝑔(𝑥) é absolutamente irredutível;
2. se 𝑔 = 𝑔𝑛11 ...𝑔𝑛𝑟𝑟 é a fatoração do polinômio 𝑔 em fatores irredutíveis no anel 𝑘 [𝑥],
então mdc(𝑛, 𝑛1, ..., 𝑛𝑟) = 1.
Um corpo de funções algébrica 𝐹/𝑘 em uma variável sobre 𝑘 é uma ex-
tensão de corpos 𝐹 ⊇ 𝑘 tal que 𝐹 é um extensão algébrica finita de 𝑘(𝑥) para alguns
elemento 𝑥 ∈ 𝐹 que seja transcendente sobre 𝑘.
Em um corpo de funções 𝐹/𝑘 definimos um anel de valorização 𝒪 como
um anel tal que 𝑘 ( 𝒪 ( 𝐹 , onde para todo 𝑧 ∈ 𝐹 , temos 𝑧 ∈ 𝒪 ou 𝑧−1 ∈ 𝒪. Todo anel
13
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de valorização 𝒪 de 𝐹 é um anel local, cujo ideal maximal 𝑃 é chamado de lugar de 𝐹/𝑘;
e denotamos por P𝐹 o conjunto de lugares de 𝐹 .
Por [15], página 122, temos:
Teorema 1.2. Seja 𝐹/𝑘 um corpo de funções onde 𝑘 contém uma 𝑛-ésima raiz primitiva
da unidade (com 𝑛 > 1 e 𝑛 relativamente primo com a característica de 𝑘). Suponha que
𝑢 ∈ 𝐹 é um elemento satisfazendo:
𝑢 ̸= 𝑤𝑑, para todo 𝑤 ∈ 𝐹 e 𝑑|𝑛, 𝑑 > 1.
Seja 𝐹 ′ = 𝐹 (𝑦) com 𝑦𝑛 = 𝑢. Então:
1. o polinômio 𝜑(𝑇 ) = 𝑇 𝑛 − 𝑢 é o polinômio minimal de 𝑦 sobre 𝐹 (em particular,
ele é irredutível sobre 𝐹 ). A extensão 𝐹 ′/𝐹 é Galoisiana de grau [𝐹 ′ : 𝐹 ] = 𝑛; seu
grupo de Galois é cíclico, e os automorfismos de 𝐹 ′/𝐹 são dados por 𝜎(𝑦) = 𝜍𝑦,
onde 𝜍 ∈ 𝑘 é uma 𝑛-ésima raiz da unidade.
2. Seja 𝑃 ∈ P𝐹 e 𝑃 ′ ∈ P𝐹 ′ uma extensão de 𝑃 . Então:
𝑒𝑃 ′|𝑃 =
𝑛
mdc(𝑛, 𝑣𝑃 (𝑢))
e 𝑑𝑃 ′|𝑃 =
𝑛
mdc(𝑛, 𝑣𝑃 (𝑢))
− 1.
Uma extensão de corpos é dita extensão de Kummer se está nas condições
do teorema acima.
Seja 𝒳 uma curva dada a partir de um polinômio 𝑓 e seja 𝑘(𝒳 ) o corpo
de frações do anel 𝑘 [𝑥, 𝑦] /(𝑓), então 𝑘(𝒳 )/𝑘 é um corpo de funções sobre 𝑘, além disso,
existe uma correspondência 1-1 entre os pontos de 𝒳 e os lugares de 𝑘(𝒳 ).
1.2 Semigrupos do tipo recobrimento duplo
Um semigrupo numérico é um conjunto 𝐻 = {0 < ℎ1 < ℎ2 < ...} ⊆ N0 :=
N∪{0}, fechado para a adição, cujo complemento Gap(𝐻) = N∖𝐻 é finito. Chamamos de
multiplicidade o primeiro elemento não nulo de 𝐻, de condutor o menor elemento 𝑐 ∈ 𝐻
tal que 𝑐 + 𝑛 ∈ 𝐻 para todo 𝑛 ∈ N0, de gênero de 𝐻 a cardinalidade de Gap(𝐻) e de
número de Frobenius o maior elemento de Gap(𝐻). Chamamos os elementos de 𝐻 de
não lacunas e os elementos de Gap(𝐻) de lacunas. Por [12] (Lema 2.6), para ℎ𝑡 ∈ 𝐻,
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o conjunto 𝐵(𝐻, ℎ𝑡) = {ℎ𝑡, 𝑠1, ..., 𝑠ℎ1−1; 𝑠𝑖 = min {ℎ ∈ 𝐻;ℎ ≡ 𝑖 mod ℎ𝑡}} é uma base de
𝐻, ou seja, 𝐻 = ⟨𝐵(𝐻, ℎ𝑡)⟩ (o conjunto 𝐵(𝐻, ℎ𝑡)∖{ℎ𝑡} é dito um conjunto de Apery de
𝐻); e, se 𝑡 = 1, chamamos 𝐵(𝐻, ℎ𝑡) de base standard.
Dados uma curva 𝒳 e um ponto 𝑃 ∈ 𝒳 , chamamos de semigrupo de
Weierstrass do ponto 𝑃 o conjunto:
𝐻(𝑃 ) := {𝑛 ∈ N0; ∃𝑓 ∈ 𝑘(𝒳 ) onde (𝑓)∞ = 𝑛𝑃}.
Um semigrupo 𝐻 é chamado de semigrupo do tipo recobrimento duplo se
existe um recobrimento 𝜑 : 𝒳 → 𝒳 ′ de grau 2 e 𝑃 ′ ∈ 𝒳 ′ com 𝜑−1(𝑃 ′) = {𝑃} tal que
𝐻 = 𝐻(𝑃 ).
Sejam 𝐻 e 𝑑2(𝐻) := {ℎ/2;ℎ ∈ 𝐻 e ℎ ≡ 0( mod 2)} semigrupos numéri-
cos. Se 𝜑 : 𝒳 → 𝒳 ′ é um mosfismo de grau 2 (duplo recobrimento) e 𝑃 ′ ∈ 𝒳 ′ é tal que
𝜑−1(𝑃 ′) = {𝑃}, então 𝑑2(𝐻(𝑃 )) = 𝐻(𝑃 ′) (veja [17]).
De [6], temos:
Teorema 1.3. Seja 𝐻 ′ um semigrupo de Weierstrass de gênero 𝑔′, multiplicidade 𝑚′ e
condutor 𝑐′. Se 𝑛 é um número inteiro ímpar tal que 𝑛 ≥ 2𝑐′ − 1 e 𝑛 ̸= 2𝑚′ − 1, então
𝐻 := 2𝐻 ′+𝑛N0 é um semigrupo do tipo recobrimento duplo. Além disso, se 𝑔 é o gênero
de 𝐻, temos:
𝑔 = 2𝑔′ + 𝑛− 12 .
1.3 Semigrupos esparsos
Seja 𝐻 = {0 < ℎ1 < ℎ2 < ...} um semigrupo numérico de gênero 𝑔 e
Gap(𝐻) = {ℓ1 < ... < ℓ𝑔}, então ℓ𝑔 ≤ 2𝑔 − 1, pois 𝐻 é fechado para a adição. Dizemos
que 𝐻 é um semigrupo esparso quando ℓ𝑖+1 − ℓ𝑖 ≤ 2, para 𝑖 = 1, ..., 𝑔 − 1, e semigrupo
esparso limite quando os conjuntos abaixo têm a mesma cardinalidade:
𝑆 = {𝑖; ℓ𝑖+1 − ℓ𝑖 = 1},
𝐷 = {𝑖; ℓ𝑖+1 − ℓ𝑖 = 2}.
Já um semigrupo de Arf é um semigrupo numérico tal que 2ℎ𝑖 − ℎ𝑗 ∈ 𝐻,
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sempre que 𝑖 ≥ 𝑗.
De [3], todo semigrupo esparso pode ser visto como um subsemigrupo de
um semigrupo esparso limite, e todo semigrupo numérico de Arf é um semigrupo esparso.
𝐻 é dito 𝑟-hiperelíptico se tiver exatamente 𝑟 lacunas pares, e, ainda por
[3], se 𝐻𝑠 := {0, 𝑠+ 1, 𝑠+ 2, ...}, temos:
Teorema 1.4. Seja 𝐻 um semigrupo esparso limite de gênero 𝑔 e número de Frobenius
ℓ𝑔.
1. Se ℓ𝑔 = 2𝑔 − 2𝑟, 𝑟 ≥ 1, então 𝐻 = 3N0 +𝐻6𝑟−2;
2. Se ℓ𝑔 = 2𝑔− (2𝑟+1), 𝑟 ≥ 1, e tem multiplicidade ℎ1 par, então toda não lacuna de
𝐻 menor que ℓ𝑔 é par e 𝐻 é 𝑟-hiperelíptico;
3. Se ℓ𝑔 = 2𝑔 − (2𝑟 + 1), 𝑟 ≥ 1, e tem multiplicidade ℎ1 ímpar, então:
𝐻 = 3N0 +𝐻6𝑟+1, ou
𝐻 = ⟨2𝑗 + 1; 𝑗 ∈ N, 𝑟 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑟 − 1⟩+𝐻6𝑟+1.
Capítulo 2
Semigrupos numéricos
𝑡-Galois-Weierstrass
2.1 Semigrupos numéricos 𝑡-Galois-Weierstrass
Um problema bem popular em curvas algébricas é a verificação de que um
dado semigrupo numérico 𝐻 é um semigrupo de Weierstrass, e se esse é o caso, determinar
em qual curva e em que ponto este semigrupo se realiza. Assim, o objetivo desta seção é
apresentar uma ferramenta para tentar responder este problema.
Sejam ℎ𝑡 um número inteiro positivo, ℓ1, ℓ2, ..., ℓℎ𝑡−1 números inteiros não
negativos, e, para cada 𝑖 ∈ {1, 2, ..., ℎ𝑡 − 1}, defina:
𝐿𝑖 :=
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
𝜋𝑡(𝑖𝑗)ℓ𝑗, onde 𝜋𝑡(𝑥) := 𝑥−
⌊︂
𝑥
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡.
Então, pelo Lema 1.1, se mdc(ℎ𝑡, 𝐿1) = 1, o polinômio dado por:
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦ℎ𝑡 −
ℎ𝑡−1∏︁
𝑖=1
ℓ𝑖∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎𝑖𝑗)𝑖,
com 𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑘 todos distintos, é absolutamente irredutível (observe que o grau de 𝑓(𝑥, 𝑦)
com respeito a 𝑥 é igual a 𝐿1). Assim, a partir deste ponto, assumiremos sempre:
𝐿1 ≡ 1( mod ℎ𝑡),
logo mdc(ℎ𝑡, 𝐿1) = 1.
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Definição 2.1. Seja 𝐻 = {0 < ℎ1 < ℎ2 < ...} um semigrupo numérico. Dizemos que
𝐻 é 𝑡-Galois-Weierstrass se para o t-ésimo elemento ℎ𝑡 ∈ 𝐻, existem números inteiros
não negativos ℓ1, ..., ℓℎ𝑡−1 tais que
∑︀
𝑗ℓ𝑗 ≡ 1 módulo ℎ𝑡 e 𝐻 = 𝐻(𝑃∞), onde 𝐻(𝑃∞) é o
semigrupo de Weierstrass do ponto 𝑃∞ da curva com corpo base 𝑘 = 𝑘 de característica
𝑝 ≥ 0 não dividindo ℎ𝑡, dada por:
𝒳 : 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 ou equivalentemente 𝑦ℎ𝑡 =
ℎ𝑡−1∏︁
𝑖=1
ℓ𝑖∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎𝑖𝑗)𝑖,
onde os 𝑎𝑖𝑗’s são elementos de 𝑘 distintos.
Seja 𝑘(𝑥, 𝑦)/𝑘(𝑥) a extensão de corpos dada por 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0. Do Teorema
1.2, temos o seguinte resultado:
Proposição 2.2. A extensão de corpos 𝑘(𝑥, 𝑦)/𝑘(𝑥) dada por 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0 é uma extensão
de Kummer. Além disso, o lugar
(︁
1
𝑥
)︁
∈ P𝑘(𝑥), correspondente ao ponto ∞ := (0 : 1) da
curva P1, é totalmente ramificado e (𝑥)∞ = ℎ𝑡𝑃∞.
Demonstração. Temos [𝑘(𝑥, 𝑦) : 𝑘(𝑥)] = ℎ𝑡, pois 𝑓(𝑥, 𝑦) é absolutamente irredutível, en-
tão, pela igualdade fundamental:
ℎ𝑡 =
∑︁
𝑃 |∞
𝑒𝑃 |∞,
onde 𝑒𝑃 |∞ é o índice de ramificação de um lugar 𝑃 ∈ P𝑘(𝑥,𝑦) sobre
(︁
1
𝑥
)︁
(ou do ponto 𝑃 da
curva dada por 𝑓(𝑥, 𝑦) = 0, sobre ∞ em P1) .
Seja 𝑣∞ a valorização discreta de ∞. Como 𝑘(𝑥, 𝑦)/𝑘(𝑥) é uma extensão
de Kummer, temos:
𝑒𝑃 |∞ =
ℎ𝑡
mdc(ℎ𝑡, 𝑣∞(𝑓(𝑥, 0)))
.
Note que 𝑣∞(𝑓(𝑥, 0)) = −𝐿1, então 𝑒𝑃 |∞ = ℎ𝑡, e, assim, existe somente um lugar 𝑃∞ ∈
P𝑘(𝑥,𝑦) sobre
(︁
1
𝑥
)︁
∈ P𝑘(𝑥). Logo temos o divisor de polos (𝑥)∞ = ℎ𝑡𝑃∞.
Também pelo Teorema 1.2, observamos que 𝑘(𝑥, 𝑦)/𝑘(𝑥) é uma extensão
Galoisiana, com grupo de Galois cíclico.
Corolário 2.3. O divisor de polos da função racional 𝑦 ∈ 𝑘(𝑥, 𝑦) é dado por (𝑦)∞ =
𝐿1𝑃∞.
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Demonstração. Sejam 𝑣𝑃∞ e 𝑣𝑃 as respectivas valorizações discretas dos lugares 𝑃∞, 𝑃 ∈
P𝑘(𝑥,𝑦), então:
𝑣𝑃∞(𝑦) =
1
ℎ𝑡
𝑣𝑃∞(𝑦ℎ𝑡) =
1
ℎ𝑡
𝑣𝑃∞(𝑓(𝑥, 0)) =
1
ℎ𝑡
ℎ𝑡𝑣∞(𝑓(𝑥, 0)) = −𝐿1.
Se 𝑃 ̸= 𝑃∞, então existe 𝑎 ∈ 𝑘 tal que 𝑃 está sobre (𝑥 − 𝑎) ∈ P𝑘(𝑥), então para a
valorização 𝑣𝑎 de (𝑥− 𝑎) e 𝑒𝑃 |𝑎 o seu índice de ramificação, temos:
𝑣𝑃 (𝑦) =
1
ℎ𝑡
𝑣𝑃 (𝑦ℎ𝑡) =
1
ℎ𝑡
𝑣𝑃 (𝑓(𝑥, 0)) =
1
ℎ𝑡
𝑒𝑃 |𝑎⏟ ⏞ 
≥1
𝑣𝑎(𝑓(𝑥, 0))⏟  ⏞  
≥0
≥ 0.
Proposição 2.4. Sejam ?˜? o semigrupo numérico gerado por ℎ𝑡, 𝐿1, ..., 𝐿ℎ𝑡−1 e 𝐻(𝑃∞) o
semigrupo de Weierstrass do ponto 𝑃∞, então ?˜? ⊆ 𝐻(𝑃∞).
Demonstração. Já temos os divisores de polos das funções 𝑥 e 𝑦, respectivamente ℎ𝑡𝑃∞ e
𝐿1𝑃∞. Assim, devemos encontrar funções 𝑧𝑖, tais que (𝑧𝑖)∞ = 𝐿𝑖𝑃∞, para 𝑖 = 2, ..., ℎ𝑡−1.
Para tal, seja 𝑖 ∈ {2, ..., ℎ𝑡 − 1} e defina:
𝑧𝑖 := 𝑦𝑖
ℎ𝑡−1∏︁
𝑗=1
ℓ𝑗∏︁
𝑟=1
(𝑥− 𝑎𝑗𝑟)−
⌊︁
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
.
Observe que:
𝑣𝑃∞(𝑧𝑖) = 𝑣𝑃∞(𝑦𝑖
ℎ𝑡−1∏︁
𝑗=1
ℓ𝑗∏︁
𝑟=1
(𝑥− 𝑎𝑗𝑟)−
⌊︁
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
) = −𝑖𝐿1 −
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
ℓ𝑗∑︁
𝑟=1
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
𝑣𝑃∞(𝑥− 𝑎𝑗𝑟) =
= −𝑖𝐿1 −
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
ℓ𝑗∑︁
𝑟=1
(︂
−
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
)︂
= −
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
(︂
𝑖𝑗 −
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
)︂
ℓ𝑗 = −
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
𝜋𝑡(𝑖𝑗)ℓ𝑗 = −𝐿𝑖.
Se 𝑃 ∈ P𝑘(𝑥,𝑦) não está sobre 𝑎𝑗𝑟, para algum 𝑗 e algum 𝑟, e 𝑃 ̸= 𝑃∞,
então 𝑣𝑃 (𝑧𝑖) = 0, pois 𝑣𝑃 (𝑦) = 𝑣𝑃 (𝑥− 𝑎𝑗𝑟) = 0.
Por fim, considere o lugar (𝑥− 𝑎𝑗𝑟) ∈ P𝑘(𝑥), 𝑣𝑎𝑗𝑟 sua valorização discreta,
𝑃 ∈ P𝑘(𝑥,𝑦) sobre (𝑥− 𝑎𝑗𝑟) e 𝑒𝑃 |𝑎𝑗𝑟 índice de ramificação. Temos:
𝑒𝑃 |𝑎𝑗𝑟 = 𝑣𝑃 (𝑥− 𝑎𝑗𝑟) =
ℎ𝑡
mdc(ℎ𝑡, 𝑣𝑎𝑗𝑟(𝑓(𝑥, 0)))
= ℎ𝑡mdc(ℎ𝑡, 𝑗)
, e assim
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𝑣𝑃 (𝑦) =
1
ℎ𝑡
𝑣𝑃 (𝑦ℎ𝑡) =
1
ℎ𝑡
𝑣𝑃 (𝑓(𝑥, 0)) =
1
ℎ𝑡
𝑒𝑃 |𝑎𝑗𝑟𝑣𝑎𝑗𝑟(𝑓(𝑥, 0)) =
= 1
ℎ𝑡
ℎ𝑡
mdc(ℎ𝑡, 𝑗)
𝑗 = 𝑗mdc(ℎ𝑡, 𝑗)
.
E então, temos:
𝑣𝑃 (𝑧𝑖) = 𝑣𝑃 (𝑦𝑖
ℎ𝑡−1∏︁
𝑗=1
ℓ𝑗∏︁
𝑟=1
(𝑥− 𝑎𝑗𝑟)−
⌊︁
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
) = 𝑣𝑃 (𝑦𝑖)− 𝑣𝑃 ((𝑥− 𝑎𝑗𝑟)
⌊︁
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
) =
= 𝑖𝑗mdc(ℎ𝑡, 𝑗)
−
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
mdc(ℎ𝑡, 𝑗)
= 1mdc(ℎ𝑡, 𝑗)
(︂
𝑖𝑗 −
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
)︂
⏟  ⏞  
=𝜋𝑡(𝑖𝑗)≥0
≥ 0.
O próximo Teorema mostra que 𝐻(𝑃∞) = ?˜?, mas antes precisamos do
seguinte Lema:
Lema 2.5. Seja 𝑖 ∈ {1, ..., ℎ𝑡 − 1}, então:
(ℎ𝑡 − 1)𝑖− 2
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
= ℎ𝑡 −mdc(ℎ𝑡, 𝑖).
Demonstração. Existem números inteiros 𝜆1 e 𝜆2 com mdc(𝜆1, 𝜆2) = 1, tais que 𝑖 =
𝜆1mdc(ℎ𝑡, 𝑖) e ℎ𝑡 = 𝜆2mdc(ℎ𝑡, 𝑖), logo:
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
=
⌊︃
𝑗𝜆1mdc(ℎ𝑡, 𝑖)
𝜆2mdc(ℎ𝑡, 𝑖)
⌋︃
=
⌊︃
𝑗𝜆1
𝜆2
⌋︃
.
Seja 𝑗𝜆1 =
⌊︁
𝑗𝜆1
𝜆2
⌋︁
𝜆2 + 𝑟𝑗, com 0 ≤ 𝑟𝑗 < 𝜆2. Então 𝑟𝑗 = 𝑟𝑘 se, e somente se,
𝜆2|(𝑗 − 𝑘). De fato, se 𝑟𝑗 = 𝑟𝑘, então:
𝑗 − 𝑘
𝜆2
𝜆1 =
⌊︃
𝑗𝜆1
𝜆2
⌋︃
−
⌊︃
𝑘𝜆1
𝜆2
⌋︃
∈ Z,
e segue 𝜆2|(𝑗 − 𝑘), pois mdc(𝜆1, 𝜆2) = 1.
Reciprocamente, se 𝜆2|(𝑗−𝑘) temos 𝑗𝜆1 ≡ 𝑘𝜆1( mod 𝜆2) e então 𝑟𝑗 ≡ 𝑟𝑘(
mod 𝜆2), com 0 ≤ 𝑟𝑗, 𝑟𝑘 < 𝜆2. Portanto, 𝑟𝑗 = 𝑟𝑘.
Além disso, para 𝑗, 𝑘 ∈ {1, ..., 𝜆2} distintos, 𝑗 − 𝑘 ∈ [−𝜆2 + 1,−1] ∪
[1, 𝜆2 − 1], e então {𝑟1, ..., 𝑟𝜆2} é um sistema residual completo módulo 𝜆2 e 𝑟𝑗 = 𝑟𝑗+𝑠𝜆2
para 𝑗 = 1, ..., 𝜆2 e 𝑠 = 1, ...,mdc(ℎ𝑡, 𝑖) − 1 (se 𝑗 ̸= 𝜆2) ou 𝑠 = 1, ...,mdc(ℎ𝑡, 𝑖) − 2 (se
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𝑗 = 𝜆2). E temos:
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
𝑟𝑗 = mdc(ℎ𝑡, 𝑖)
𝜆2−1∑︁
𝑗=0
𝑗 = mdc(ℎ𝑡, 𝑖)
(𝜆2 − 1)𝜆2
2 =
ℎ𝑡(𝜆2 − 1)
2 .
Assim:
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
𝑗𝜆1 =
ℎ1−1∑︁
𝑗=1
(︂⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
𝜆2 + 𝑟𝑗
)︂
⇒ 𝜆1
(︃
(ℎ𝑡 − 1 + 1)(ℎ𝑡 − 1)
2
)︃
= 𝜆2
ℎ1−1∑︁
𝑗=1
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
+ ℎ𝑡(𝜆2 − 1)2
⇒ 𝜆1mdc(ℎ𝑡, 𝑖)(ℎ𝑡 − 1)2 =
ℎ1−1∑︁
𝑗=1
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
+ ℎ𝑡(𝜆2 − 1)2𝜆2
⇒ (ℎ𝑡 − 1)𝑖 = 2
ℎ1−1∑︁
𝑗=1
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
+ ℎ𝑡 −mdc(ℎ𝑡, 𝑖).
Teorema 2.6. Nas condições anteriores, temos 𝐻(𝑃∞) = ⟨ℎ𝑡, 𝐿1, ..., 𝐿ℎ𝑡−1⟩ e, além disso,
𝐿𝑖 = min{ℎ ∈ 𝐻(𝑃∞);ℎ ≡ 𝑖( mod ℎ𝑡)}. Em particular, o gênero da curva 𝒳 da Defini-
ção 2.1 é 𝑔(𝒳 ) = ∑︀ℎ𝑡−1𝑖=1 ⌊︁𝐿𝑖ℎ𝑡 ⌋︁.
Demonstração. Da Proposição 2.4 já temos 𝑔(?˜?) ≥ 𝑔(𝐻(𝑃∞)). Além disso:
𝐿𝑖 =
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
𝜋𝑡(𝑖𝑗)ℓ𝑗 =
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
(︂
𝑖𝑗 −
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
)︂
ℓ𝑗 = 𝑖
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
𝑗ℓ𝑗 − ℎ𝑡
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℓ𝑗⏟  ⏞  
∈Z+
= 𝑖𝐿1 − 𝜆ℎ𝑡
⇒ 𝐿𝑖 ≡ 𝑖𝐿1 ≡ 𝑖( mod ℎ𝑡).
Então os 𝐿𝑖’s constituem um sistema residual completo módulo ℎ𝑡, e temos:
𝑔(𝐻(𝑃∞)) ≤ 𝑔(?˜?) =
ℎ𝑡−1∑︁
𝑖=1
⌊︂
𝐿𝑖
ℎ𝑡
⌋︂
,
além disso, pela Fórmula do gênero de Hurwitz, temos:
2𝑔(𝐻(𝑃∞))− 2 = −2ℎ𝑡 + deg(𝐷𝑖𝑓𝑓(𝒳 )),
onde 𝐷𝑖𝑓𝑓(𝒳 ) é o divisor da diferente da curva 𝒳 . Assim pelas Proposições 2.2 e 2.4 e
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pelo Teorema 1.2:
2𝑔(𝐻(𝑃∞))− 2 = −1− ℎ𝑡 +
ℎ𝑡−1∑︁
𝑖=1
ℓ𝑖mdc(ℎ𝑡, 𝑖)
(︃
ℎ𝑡
mdc(ℎ𝑡, 𝑖)
− 1
)︃
,
e temos:
𝑔(𝐻(𝑃∞)) =
1
2
⎛⎝1− ℎ𝑡 + ℎ𝑡−1∑︁
𝑖=1
(ℎ𝑡 −mdc(ℎ𝑡, 𝑖))ℓ𝑖
⎞⎠ .
Escreva 𝐿𝑗 =
⌊︁
𝐿𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡+ 𝑟𝑗, com 0 ≤ 𝑟𝑗 < ℎ𝑡 e 𝑗 = 1, ..., ℎ𝑡−1. Da definição
de 𝐿𝑗 temos:
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
𝐿𝑗 =
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
(︂⌊︂
𝐿𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡 + 𝑟𝑗
)︂
=
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
⎛⎝ℎ𝑡−1∑︁
𝑖=1
(︂
𝑖𝑗 −
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
)︂
ℓ𝑖
⎞⎠.
Como os 𝑟𝑗’s formam um sistema residual completo módulo ℎ𝑡, segue:
ℎ𝑡
2
(︁
2𝑔(?˜?) + ℎ𝑡 − 1
)︁
=
ℎ𝑡−1∑︁
𝑖=1
⎛⎝ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
(︂
𝑖𝑗 −
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
)︂⎞⎠ℓ𝑖.
Mas pelo Lema 2.5, temos:
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
(︂
𝑖𝑗 −
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡
)︂
= 𝑖
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
𝑗 − ℎ𝑡
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
=
= ℎ𝑡2
⎛⎝(ℎ𝑡 − 1)𝑖− 2 ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=1
⌊︂
𝑖𝑗
ℎ𝑡
⌋︂⎞⎠ = ℎ𝑡2 (ℎ𝑡 −mdc(ℎ𝑡, 𝑖)) .
E assim:
ℎ𝑡
2
(︁
2𝑔(?˜?) + ℎ𝑡 − 1
)︁
=
ℎ𝑡−1∑︁
𝑖=1
(︃
ℎ𝑡
2 (ℎ𝑡 −mdc(ℎ𝑡, 𝑖))
)︃
ℓ𝑖
⇒ 2𝑔(?˜?) + ℎ𝑡 − 1 =
ℎ𝑡−1∑︁
𝑖=1
(ℎ𝑡 −mdc(ℎ𝑡, 𝑖))ℓ𝑖
⇒ 𝑔(?˜?) = 12
⎛⎝1− ℎ𝑡 + ℎ𝑡−1∑︁
𝑖=1
(ℎ𝑡 −mdc(ℎ𝑡, 𝑖))ℓ𝑖
⎞⎠ ,
ou seja, 𝑔(?˜?) = 𝑔(𝐻(𝑃∞)).
Para o final, escreva 𝐿𝑖 =
⌊︁
𝐿𝑖
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡+ 𝑖, pois 𝐿𝑖 ≡ 𝑖𝐿1 ≡ 𝑖( mod ℎ𝑡), e segue
de 𝑔(𝐻(𝑃∞)) =
∑︀ℎ𝑡−1
𝑖=1
⌊︁
𝐿𝑖
ℎ𝑡
⌋︁
que 𝐿𝑖 = min{ℎ ∈ 𝐻(𝑃∞);ℎ ≡ 𝑖( mod ℎ𝑡)}.
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Sejam 𝐻 = {0 < ℎ1 < ℎ2 < ...} um semigrupo numérico, ℎ𝑡 seu t-ésimo
elemento e 𝑘 = 𝑘 um corpo de característica 𝑝 ≥ 0 não dividindo ℎ𝑡.
Para 𝑖 ∈ {1, 2, ..., ℎ𝑡 − 1}, defina:
𝑠𝑖 := min{ℎ ∈ 𝐻;ℎ ≡ 𝑖( mod ℎ𝑡)}
e 𝐵(𝐻, ℎ𝑡) := {ℎ𝑡, 𝑠1, 𝑠2, ..., 𝑠ℎ𝑡−1}.
Por ([12], página 8), temos 𝐻 = ⟨𝐵(𝐻, ℎ𝑡)⟩, ou seja, os elementos de 𝐻
são combinações lineares dos elementos de 𝐵(𝐻, ℎ𝑡) com coeficientes em N0 := N ∪ {0}.
Corolário 2.7. Seja 𝐻 um semigrupo numérico. Então 𝐻 é 𝑡-Galois-Weierstrass se, e
somente se, o seguinte sistema linear tem solução inteira não negativa:
(𝜋𝑡(𝑖𝑗))(ℎ𝑡−1)×(ℎ𝑡−1) (ℓ𝑗)(ℎ𝑡−1)×1 = (𝑠𝑖)(ℎ𝑡−1)×1,
onde 𝑠𝑖 = min{ℎ ∈ 𝐻;ℎ ≡ 𝑖( mod ℎ𝑡)}.
Observe que como ℎ𝑡 não é necessariamente a multiplicidade de 𝐻 (salvo
quando 𝑡 = 1), então o corolário anterior fornece uma ferramenta, que não depende
apenas da multiplicidade, para verificar se um dado semigrupo numérico é um semigrupo
de Weierstrass; apresentando, ainda, uma curva e um ponto aos quais o semigrupo se
relacione, caso seja 𝑡-Galois-Weierstrass.
Proposição 2.8. Nas mesmas notações, para dado 𝑡 inteiro positivo tal que ℎ𝑡 ≥ 7 ímpar,
se 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−1 ̸= 𝑠2 + 𝑠ℎ𝑡−2, então 𝐻 não é 𝑡-Galois-Weierstrass.
Demonstração. Se 𝐻 é 𝑡-Galois-Weierstrass, então o seguinte sistema linear tem solução
inteira e não negativa:
(𝜋𝑡(𝑖𝑗))(ℎ𝑡−1)×(ℎ𝑡−1) (ℓ𝑗)(ℎ𝑡−1)×1 = (𝑠𝑖)(ℎ𝑡−1)×1.
Considerando a matriz formada somente com as linha 1, 2, ℎ𝑡 − 2, ℎ𝑡 − 1
do sistema linear acima:
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⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜋𝑡(1.1) 𝜋𝑡(2.1) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 2).1) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1).1)
𝜋𝑡(1.2) 𝜋𝑡(2.2) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 2).2) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1).2)
... ... ... ...
𝜋𝑡(1.(ℎ𝑡−12 )) 𝜋𝑡(2.(
ℎ𝑡−1
2 )) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 2).(ℎ𝑡−12 )) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1).(ℎ𝑡−12 ))
𝜋𝑡(1.(ℎ𝑡−12 + 1)) 𝜋𝑡(2.(
ℎ𝑡−1
2 + 1)) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 2).(ℎ𝑡−12 + 1)) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1).(ℎ𝑡−12 + 1))
𝜋𝑡(1.(ℎ𝑡−12 + 2)) 𝜋𝑡(2.(
ℎ𝑡−1
2 + 2)) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 2).(ℎ𝑡−12 + 2)) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1).(ℎ𝑡−12 + 2))
... ... ... ...
𝜋𝑡(1.(ℎ𝑡 − 1)) 𝜋𝑡(2.(ℎ𝑡 − 1)) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 2).(ℎ𝑡 − 1)) 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1).(ℎ1 − 1)
𝑠1 𝑠2 𝑠ℎ𝑡−2 𝑠ℎ𝑡−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑇
,
onde 𝐴𝑇 é a matriz transposta da matriz 𝐴.
Dado que 𝜋𝑡(𝑥) = 𝑥−
⌊︁
𝑥
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡, temos:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 ... ℎ𝑡−12
ℎ𝑡−1
2 + 1
ℎ𝑡−1
2 + 2 ... ℎ𝑡 − 1 𝑠1
2 4 ... ℎ𝑡 − 1 1 3 ... ℎ𝑡 − 2 𝑠2
ℎ𝑡 − 2 ℎ𝑡 − 4 ... 1 ℎ𝑡 − 1 ℎ𝑡 − 3 ... 2 𝑠ℎ𝑡−2
ℎ𝑡 − 1 ℎ𝑡 − 2 ... ℎ𝑡−12 + 1 ℎ𝑡−12 ℎ𝑡−12 − 1 ... 1 𝑠ℎ𝑡−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Multiplicando a linha 1 por 2, ℎ𝑡−2 e ℎ𝑡−1 e subtraindo respectivamente
as linhas 2, ℎ𝑡 − 2 e ℎ𝑡 − 1, obtemos:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 ... ℎ𝑡−12
ℎ𝑡−1
2 + 1
ℎ𝑡−1
2 + 2 ... ℎ𝑡 − 1 𝑠1
0 0 ... 0 ℎ𝑡 ℎ𝑡 ... ℎ𝑡 2𝑠1 − 𝑠2
0 ℎ𝑡 ... ℎ𝑡(ℎ𝑡−32 ) ℎ𝑡(
ℎ𝑡−3
2 ) ℎ𝑡(
ℎ𝑡−1
2 ) ... ℎ𝑡(ℎ𝑡 − 3) (ℎ𝑡 − 2)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−2
0 ℎ𝑡 ... ℎ𝑡(ℎ𝑡−32 ) ℎ𝑡(
ℎ𝑡−1
2 ) ℎ𝑡(
ℎ𝑡+1
2 ) ... ℎ𝑡(ℎ𝑡 − 2) (ℎ𝑡 − 1)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Dividindo, então, as linhas 2, ℎ𝑡 − 2 e ℎ𝑡 − 1 por ℎ𝑡:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 ... ℎ𝑡−12
ℎ𝑡−1
2 + 1
ℎ𝑡−1
2 + 2 ... ℎ𝑡 − 1 𝑠1
0 0 ... 0 1 1 ... 1 (2𝑠1 − 𝑠2)/ℎ𝑡
0 1 ... ℎ𝑡−32
ℎ𝑡−3
2
ℎ𝑡−1
2 ... ℎ𝑡 − 3 ((ℎ𝑡 − 2)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−2)/ℎ𝑡
0 1 ... ℎ𝑡−32
ℎ𝑡−1
2
ℎ𝑡+1
2 ... ℎ𝑡 − 2 ((ℎ𝑡 − 1)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−1)/ℎ𝑡
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Subtraindo a linha ℎ𝑡− 1 da linha ℎ𝑡− 2 e substituindo no lugar de ℎ𝑡− 2:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 ... ℎ𝑡−12
ℎ𝑡−1
2 + 1
ℎ𝑡−1
2 + 2 ... ℎ𝑡 − 1 𝑠1
0 0 ... 0 1 1 ... 1 (2𝑠1 − 𝑠2)/ℎ𝑡
0 0 ... 0 1 1 ... 1 (𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−2 − 𝑠ℎ𝑡−1)/ℎ𝑡
0 1 ... ℎ𝑡−32
ℎ𝑡−1
2
ℎ𝑡+1
2 ... ℎ𝑡 − 2 ((ℎ𝑡 − 1)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−1)/ℎ𝑡
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Portanto segue:
2𝑠1 − 𝑠2
ℎ𝑡
=
ℎ𝑡−1∑︁
𝑗=ℎ𝑡−12 +1
ℓ𝑗 =
𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−2 − 𝑠ℎ𝑡−1
ℎ𝑡
⇒ 2𝑠1 − 𝑠2 = 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−2 − 𝑠ℎ𝑡−1
⇒ 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−1 = 𝑠2 + 𝑠ℎ𝑡−2.
Observe que esta proposição é boa para verificar se 𝐻 não é 𝑡-Galois-
Weierstrass desde que ℎ𝑡 esteja nas condições e ℎ𝑡 < 𝑐 + 3, onde 𝑐 é o condutor de 𝐻,
pois quando ℎ𝑡 ≥ 𝑐 + 3, temos 𝑠1 = ℎ𝑡 + 1, 𝑠2 = ℎ𝑡 + 2, 𝑠ℎ𝑡−2 = ℎ𝑡 − 2 e 𝑠ℎ𝑡−1 = ℎ𝑡 − 1,
obviamente descartando os casos em que 𝐻 = N0 ou 𝐻 hiperelíptico. Quando 𝐻 é
hiperelíptico, ℎ𝑡 ≥ 7, ℎ𝑡 ≥ 𝑐+3 e ímpar, temos 𝑠1+ 𝑠ℎ𝑡−1 = 2ℎ𝑡 e 𝑠2+ 𝑠ℎ𝑡−2 = ℎ𝑡, ou seja,
𝐻 não será 𝑡-Galois-Weierstrass.
A seguir, exibiremos um critério útil para verificar se um dado semigrupo
numérico 𝐻 não é 𝑡-Galois-Weierstrass, para certos valores de 𝑡. E para tal, faremos uma
versão generalizada da Proposição 2.8. Mas antes, enunciaremos e demonstraremos, por
falta de referência, dois lemas que serão utilizados.
Lema 2.9. Seja 𝑞 um número inteiro tal que 4 ≤ 2𝑞 ≤ ℎ𝑡 − 1 e mdc(𝑞, ℎ𝑡) = 1. Então,
para 𝑗 = 1, ..., ℎ𝑡 − 1, temos:
𝜋𝑡(1𝑗) + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑗) = ℎ𝑡,
𝜋𝑡(𝑞𝑗) + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗) = ℎ𝑡.
Demonstração. Primeiramente, mostremos que 𝜋𝑡(1𝑗) + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑗) = ℎ𝑡. Veja que
𝜋𝑡(1𝑗) = 𝑗, pois
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
= 0, já que 𝑗 = 1, ..., ℎ𝑡 − 1. Temos também 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑗) =
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(︁
𝑗 −
⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁)︁
ℎ𝑡 − 𝑗, e segue:
𝜋𝑡(1𝑗) + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑗) =
(︃
𝑗 −
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃)︃
ℎ𝑡.
Portanto, se
⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
= 𝑗 − 1, temos o resultado.
Indução sobre 𝑗: para 𝑗 = 1, temos
⌊︁
(ℎ𝑡−1)1
ℎ𝑡
⌋︁
= 0 = 1−1, pois 0 < ℎ𝑡−1
ℎ𝑡
< 1.
Suponha
⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑛
ℎ𝑡
⌋︁
= 𝑛− 1, para 𝑛 ∈ {1, ..., ℎ𝑡 − 2}, então:
(ℎ𝑡 − 1)(𝑛+ 1) =
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑛
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡 + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑛) + ℎ𝑡 − 1 =
= (𝑛− 1)ℎ𝑡 + ℎ𝑡 + (𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑛)− 1) = 𝑛ℎ𝑡 + (𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑛)− 1) ,
com 0 ≤ 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑛) < ℎ𝑡.
Se 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑛) = 0, então:
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑛
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡 = (ℎ𝑡 − 1)𝑛⇒ (𝑛− 1)ℎ𝑡 = (ℎ𝑡 − 1)𝑛⇒ 𝑛 = ℎ𝑡,
contrariando o fato de que 𝑛 ≤ ℎ𝑡 − 2. Portanto, 0 ≤ 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑛) − 1 < ℎ𝑡, e temos⌊︁
(ℎ𝑡−1)(𝑛+1)
ℎ𝑡
⌋︁
= 𝑛, seguindo o resultado.
De outra forma, mostremos que 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑗) = ℎ𝑡 − 𝑗, e deste modo
𝜋𝑡(1𝑗) + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑗) = 𝑗 + ℎ𝑡 − 1 = ℎ𝑡.
Indução sobre 𝑗: para 𝑗 = 1 temos 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)1) = (ℎ𝑡 − 1)1−
⌊︁
(ℎ𝑡−1)1
ℎ𝑡
⌋︁
=
ℎ𝑡 − 1, pois 0 < ℎ𝑡−1ℎ𝑡 < 1. Suponha 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑛) = ℎ𝑡 − 𝑛, para 𝑛 ∈ {1, ..., ℎ𝑡 − 2}, então
para 𝑗 = 𝑛+ 1, temos:
(ℎ𝑡 − 1)(𝑛+ 1) =
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)(𝑛+ 1)
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡 + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)(𝑛+ 1)).
Por outro lado:
(ℎ𝑡 − 1)(𝑛+ 1) = (ℎ𝑡 − 1)𝑛+ (ℎ𝑡 − 1) =
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑛
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡 + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑛) + ℎ𝑡 − 1 =
=
(︃⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑛
ℎ𝑡
⌋︃
+ 1
)︃
ℎ𝑡 + (ℎ𝑡 − (𝑛+ 1)) .
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Portanto:
(ℎ𝑡−1)(𝑛+1) =
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)(𝑛+ 1)
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡+𝜋𝑡((ℎ𝑡−1)(𝑛+1)) =
(︃⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑛
ℎ𝑡
⌋︃
+ 1
)︃
ℎ𝑡+(ℎ𝑡 − (𝑛+ 1)) .
Como 𝑛 ∈ {1, ..., ℎ𝑡 − 2}, então 1 ≤ ℎ𝑡 − (𝑛 + 1) < ℎ𝑡, e segue 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)(𝑛 + 1)) =
ℎ𝑡 − (𝑛+ 1).
Mostremos agora que 𝜋𝑡(𝑞𝑗) + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗) = ℎ𝑡.
Pela definição de 𝜋𝑡, temos 𝜋𝑡(𝑞𝑗) e 𝜋𝑡((ℎ𝑡− 𝑞)𝑗) são os menores represen-
tantes não negativos das classes residuais de 𝑞𝑗 e (ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗 módulo ℎ𝑡, respectivamente.
Além disso, 𝜋𝑡(𝑞𝑗)+𝜋𝑡((ℎ𝑡−𝑞)𝑗) é múltiplo de ℎ𝑡, pois 𝑞𝑗+(ℎ𝑡−𝑞)𝑗 = ℎ𝑡𝑗.
Veja também que 𝜋𝑡(𝑞𝑗) ̸= 0 e 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗) ̸= 0. De fato, se 𝜋𝑡(𝑞𝑗) = 0,
então existe um inteiro positivo 𝜆 tal que 𝑞𝑗 = 𝜆ℎ𝑡; mas como mdc(𝑞, ℎ𝑡) = 1, temos 𝜆𝑞
inteiro positivo tal que 𝑗 = 𝜆
𝑞
ℎ𝑡 ≥ ℎ𝑡, gerando uma contradição, pois 𝑗 = 1, ..., ℎ𝑡 − 1.
Ademais, se 𝜋𝑡((ℎ𝑡−𝑞)𝑗) = 0, temos 𝜋𝑡(𝑞𝑗) múltiplo de ℎ𝑡 menor que ℎ𝑡, ou seja, 𝜋𝑡(𝑞𝑗) =
0.
Desta maneira, existe um inteiro positivo 𝜆 tal que 𝜋𝑡(𝑞𝑗)+𝜋𝑡((ℎ𝑡−𝑞)𝑗) =
𝜆ℎ𝑡. Entretanto, 𝜋𝑡(𝑞𝑗), 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗) ∈ {1, ..., ℎ𝑡 − 1}, e assim 𝜋𝑡(𝑞𝑗) + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗) ≤
2ℎ𝑡 − 2 < 2ℎ𝑡, seguindo 𝜆 = 1, donde temos o resultado.
Lema 2.10. Seja 𝑞 um número inteiro tal que 4 ≤ 2𝑞 ≤ ℎ𝑡 − 1 e mdc(𝑞, ℎ𝑡) = 1. Então,
para 𝑗 = 1, ..., ℎ𝑡 − 1, temos:
⌊︂
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
=
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
−
⌊︃
(ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
.
Demonstração. Observe inicialmente que:
ℎ𝑡𝑗 = (ℎ𝑡 − 1)𝑗 + 𝑗 =
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡 + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑗) +
⌊︂1𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡 + 𝜋𝑡(1𝑗), e
ℎ𝑡𝑗 = (ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗 + 𝑞𝑗 =
⌊︃
(ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡 + 𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗) +
⌊︂
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡 + 𝜋𝑡(𝑞𝑗).
Portanto:
⌊︃
(ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡+
⌊︂
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡+𝜋𝑡((ℎ𝑡−𝑞)𝑗)+𝜋𝑡(𝑞𝑗) =
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
ℎ𝑡+
⌊︂1𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
ℎ𝑡+𝜋𝑡((ℎ𝑡−1)𝑗)+𝜋𝑡(𝑞1).
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Assim, pelo Lema 2.9, temos:
(︃⌊︃
(ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
+
⌊︂
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︂)︃
ℎ𝑡 + ℎ𝑡 =
(︃⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
+
⌊︂1𝑗
ℎ𝑡
⌋︂)︃
ℎ𝑡 + ℎ𝑡
⇒
⌊︃
(ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
+
⌊︂
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
=
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
+
⌊︂1𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
.
Como 𝑗 = 1, ..., ℎ𝑡 − 1, então
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
= 0, e segue:
⌊︂
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︂
=
⌊︃
(ℎ𝑡 − 1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
−
⌊︃
(ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︃
.
O teorema a seguir nos fornece um critério para verificar se um dado
semigrupo numérico 𝐻 não é 𝑡-Galois-Weierstrass, para, dependendo do semigrupo 𝐻,
muitos valores de 𝑡.
Teorema 2.11. Sejam 𝐻 um semigrupo numérico com 𝑡-ésimo elemento ℎ𝑡, {ℎ𝑡, 𝑠1, ..., 𝑠ℎ𝑡−1}
base de 𝐻 com respeito a ℎ𝑡 e 𝑞 um número inteiro tal que 4 ≤ 2𝑞 ≤ ℎ1−1 e mdc(𝑞, ℎ𝑡) = 1.
Se 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−1 ̸= 𝑠𝑞 + 𝑠ℎ𝑡−𝑞, então 𝐻 não é 𝑡-Galois-Weierstrass.
Demonstração. O semigrupo 𝐻 é 𝑡-Galois-Weierstrass se, e somente se, o seguinte sistema
linear tem solução inteira não negativa:
(𝜋𝑡(𝑖𝑗)) (ℓ𝑗) = (𝑠𝑖) ,
com 𝑖, 𝑗 = 1, ..., ℎ𝑡 − 1. Considere a matriz formada somente pelas linhas 𝑖 = 1, 𝑞, (ℎ𝑡 −
1), (ℎ𝑡 − 1) da matriz deste sistema, então:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜋𝑡(1𝑗) 𝑠1
𝜋𝑡(𝑞𝑗) 𝑠𝑞
𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗) 𝑠ℎ𝑡−𝑞
𝜋𝑡((ℎ𝑡 − 1)𝑗) 𝑠ℎ𝑡−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1𝑗 −
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 𝑠1
𝑞𝑗 −
⌊︁
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 𝑠𝑞
(ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗 −
⌊︁
(ℎ𝑡−𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 𝑠ℎ𝑡−𝑞
(ℎ𝑡 − 1)𝑗 −
⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 𝑠ℎ𝑡−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Escrevendo 𝐿𝑖 a 𝑖-ésima linha e fazendo 𝑖𝐿1 − 𝐿𝑖 → 𝐿𝑖, para 𝑖 = 𝑞, (ℎ𝑡 −
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𝑞), (ℎ𝑡 − 1), temos:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1𝑗 −
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 𝑠1
𝑞𝑗 −
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡𝑞 − 𝑞𝑗 +
⌊︁
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 𝑞𝑠1 − 𝑠𝑞
(ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗 −
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡(ℎ𝑡 − 𝑞)− (ℎ𝑡 − 𝑞)𝑗 +
⌊︁
(ℎ𝑡−𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 (ℎ𝑡 − 𝑞)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−𝑞
(ℎ𝑡 − 1)𝑗 −
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡(ℎ𝑡 − 1)− (ℎ𝑡 − 1)𝑗 +
⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 (ℎ𝑡 − 1)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1𝑗 −
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
ℎ𝑡 𝑠1(︁⌊︁
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
−
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
𝑞
)︁
ℎ𝑡 𝑞𝑠1 − 𝑠𝑞(︁⌊︁
(ℎ𝑡−𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
−
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
(ℎ𝑡 − 𝑞)
)︁
ℎ𝑡 (ℎ𝑡 − 𝑞)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−𝑞(︁⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
−
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
(ℎ𝑡 − 1)
)︁
ℎ𝑡 (ℎ𝑡 − 1)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Como 𝑗 = 1, ..., ℎ𝑡 − 1, então
⌊︁
1𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
= 0, e fazendo 1
ℎ𝑡
𝐿𝑖 → 𝐿𝑖, para 𝑖 =
𝑞, (ℎ𝑡 − 𝑞), (ℎ𝑡 − 1): ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑗 𝑠1⌊︁
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
(𝑞𝑠1 − 𝑠𝑞)/ℎ𝑡⌊︁
(ℎ𝑡−𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
((ℎ𝑡 − 𝑞)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−𝑞)/ℎ𝑡⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
((ℎ𝑡 − 1)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−1)/ℎ𝑡
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Por fim, 𝐿ℎ𝑡−1 − 𝐿ℎ𝑡−𝑞 → 𝐿ℎ𝑡−𝑞:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑗 𝑠1⌊︁
𝑞𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
(𝑞𝑠1 − 𝑠𝑞)/ℎ𝑡⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
−
⌊︁
((ℎ𝑡−𝑞)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
((𝑞 − 1)𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−𝑞 − 𝑠ℎ𝑡−1)/ℎ𝑡⌊︁
(ℎ𝑡−1)𝑗
ℎ𝑡
⌋︁
((ℎ𝑡 − 1)𝑠1 − 𝑠ℎ𝑡−1)/ℎ𝑡
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Pelo Lema 2.10, 𝐿𝑞 = 𝐿ℎ𝑡−𝑞, e assim:
𝑞𝑠1 − 𝑠𝑞
ℎ𝑡
= (𝑞 − 1)𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−𝑞 − 𝑠ℎ𝑡−1
ℎ𝑡
⇒ 𝑞𝑠1 − 𝑠𝑞 = (𝑞 − 1)𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−𝑞 − 𝑠ℎ𝑡−1
⇒ 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−1 = 𝑠𝑞 + 𝑠ℎ𝑡−𝑞
e segue o resultado.
Observe que se ℎ𝑡 ≥ 𝑐+ 𝑞 + 1, então:
1. 𝐻 não é 𝑡-Galois-Weierstrass, se 𝑞 ∈ 𝐻;
30 CAPÍTULO 2. SEMIGRUPOS NUMÉRICOS 𝑇 -GALOIS-WEIERSTRASS
2. 𝐻 pode ser ou não 𝑡-Galois-Weierstrass, se 𝑞 /∈ 𝐻.
2.2 Exemplos
Nesta seção, apresentaremos alguns exemplos correspondentes aos semi-
grupos 𝑡-Galois-Weierstrass.
Exemplo 2.12. Todo semigrupo numérico de multiplicidade 2 e gênero 𝑔 é 1-Galois-
Weierstrass.
De fato, basta considerar a curva dada por:
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦2 −
2𝑔+1∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎𝑗),
sobre um corpo 𝑘 com característica diferente de 2.
Exemplo 2.13. Todo semigrupo numérico 𝐻 = ⟨3, 𝑠1, 𝑠2⟩ de multiplicidade 3 é 1-Galois-
Weierstrass.
De fato, basta considerar a curva dada por:
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦3 −
2𝑠2−𝑠1
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎1𝑗)
2𝑠1−𝑠2
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎2𝑗)2,
sobre um corpo 𝑘 com característica diferente de 3.
Exemplo 2.14. Seja 𝐻 um semigrupo numérico, de gênero 𝑔, tal que 4 ∈ 𝐻. Escrevendo
𝐻 = ⟨4, 𝑠1, 𝑠2, 𝑠3⟩, temos 𝐻 é 𝑡-Galois-Weierstrass para ℎ𝑡 = 4 se, e somente se, 4𝑔+6 ≥
3𝑠2.
De fato, para que 𝐻 seja 𝑡-Galois-Weierstrass com ℎ𝑡 = 4, o sistema linear
da matriz deve ter solução inteira não negativa:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 𝑠1
2 0 2 𝑠2
3 2 1 𝑠3
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .
A solução é dada por ℓ1 = (−𝑠1+ 𝑠2+ 𝑠3)/4, ℓ2 = (𝑠1−2𝑠2+ 𝑠3)/4 e ℓ3 = (𝑠1+ 𝑠2− 𝑠3)/4,
que são inteiros não negativos. Além disso, para 𝑖 = 1, 2, 3, podemos escrever 𝑠𝑖 = 4𝑒𝑖+ 𝑖,
onde 𝑒𝑖 é o número de lacunas de 𝐻 que são congruentes a 𝑖 módulo 4.
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Como 𝑒2+ 𝑒3+1 ≥ 𝑒1, então 𝑠2+ 𝑠3 ≥ 𝑠1, e assim ℓ1 ≥ 0. Temos também
𝑒1 + 𝑒2 ≥ 𝑒3, então 𝑠1 + 𝑠2 ≥ 𝑠3, ou seja, ℓ3 ≥ 0.
Portanto, 𝐻 é 𝑡-Galois-Weierstrass para ℎ𝑡 = 4 se, e somente se, 𝑠1 −
2𝑠2 + 𝑠3 é não negativo, ou equivalentemente, 𝑠1 + 𝑠3 ≥ 2𝑠2.
Como o gênero de 𝐻 é 𝑔, então 𝑔 = 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3. Mais ainda, temos
𝑠1 + 𝑠3 ≥ 2𝑠2 se, e somente se, 𝑒1 + 𝑒3 ≥ 2𝑒2. Assim:
𝑒1 + 𝑒3 ≥ 2𝑒2 ⇔ 𝑒1 + 𝑒2 + 𝑒3 ≥ 3𝑒2 ⇔ 𝑔 ≥ 3𝑒2,
ou, equivalentemente 4𝑔 + 6 ≥ 3𝑠2.
Observação 2.15. Em [4], na observação do Lema 3, é mostrado que todo semigrupo
𝐻 tal que ℎ1 = 4 e ℎ2 = 6 é Weierstrass. Mas observe que estes semigrupos são 1-
Galois-Weierstrass, dado que, neste caso, temos 𝑠2 = ℎ2 = 6 e 𝑔 ≥ 3, estando satisfeita a
condição 4𝑔 + 6 ≥ 3𝑠2.
Ainda em [4], na observação do Lema 4, é mostrado que todo semigrupo
𝐻 tal que ℎ1 = 4, ℎ2 = 8 e ℎ3 = 10 é Weierstrass. E, aqui, também temos semigrupos
1-Galois-Weierstrass, pois 𝑠2 = ℎ3 = 10, além de ℎ1 = 4 e ℎ2 = 8 implicar 𝑔 ≥ 6, estando
satisfeita a condição 4𝑔 + 6 ≥ 3𝑠2.
Exemplo 2.16. Tanto em [4] (Lema 5) quanto em [10] (Teorema 4.1, Proposição 4.2 e
Teorema 4.3) são estudados semigrupos de gênero 𝑔 cujos primeiros elementos não nulos
são 6, 8 e 10, e condições para que eles sejam Weierstrass. As curvas e condições sobre
o gênero de cada um dos semigrupos apresentadas nestes trabalhos indicam um caminho
para a classificação de quais deles são 1-Galois-Weierstrass. E, de fato, todos são, desde
que consideradas algumas condições sobre o gênero de cada semigrupo:
1. ⟨6, 8, 10, 2𝑔 − 5, 2𝑔 − 3, 2𝑔 + 5⟩ de gênero 𝑔 congruente a 0 ou 1 módulo 3;
2. ⟨6, 8, 10, 2𝑔 − 3, 2𝑔 − 1, 2𝑔 + 1⟩ de gênero 𝑔 congruente a 0 ou 2 módulo 3;
3. ⟨6, 8, 10, 2𝑔 − 5, 2𝑔 − 1, 2𝑔 + 3⟩ de gênero 𝑔 congruente a 1 módulo 3;
4. ⟨6, 8, 10, 2𝑔 − 7, 2𝑔 + 1, 2𝑔 + 3⟩ de gênero 𝑔 congruente a 2 módulo 3.
Observação 2.17. Na observação do Lema 5 de [4], curvas similares às que estudamos
aqui são apresentadas, diferenciando apenas no fato de 𝐿1 =
∑︀
𝑗ℓ𝑗 ser congruente a 5
módulo 6, mas ainda relativamente primo com 6.
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Exemplo 2.18. Em [11] nos Exemplos 3.5 e 3.6 (respectivamente) é mostrado que os
semigrupos 2 ⟨4, 5, 6, 7⟩ ∪ {2𝑔 − 5, 2𝑔 − 3, 2𝑔 − 1} ∪ {2𝑔, 2𝑔 + 1, ...} , 𝑔 ≥ 11, e 2 ⟨3, 4⟩ ∪
{2𝑔 − 7, 2𝑔 − 3, 2𝑔 − 1} ∪ {2𝑔, 2𝑔 + 1, ...} , 𝑔 ≥ 9 ímpar, são semigrupos de Weierstrass;
porém os mesmos não são, em geral, 1-Galois-Weierstrass via verificação com o Corolário
2.7 após uma série de cálculos similares aos feitos nas Proposições 2.24 e 2.23.
De fato, temos:
1. 2 ⟨4, 5, 6, 7⟩∪{2𝑔 − 5, 2𝑔 − 3, 2𝑔 − 1}∪{2𝑔, 2𝑔 + 1, ...} , 𝑔 ≥ 11, é 1-Galois-Weierstrass
desde que 𝑔 seja congruente a 1 ou 3 módulo 4;
2. 2 ⟨3, 4⟩ ∪ {2𝑔 − 7, 2𝑔 − 3, 2𝑔 − 1} ∪ {2𝑔, 2𝑔 + 1, ...} , 𝑔 ≥ 9, é 1-Galois-Weierstrass
desde que 𝑔 seja congruente a 5 módulo 6.
Já o próximo exemplo mostra que um semigrupo ser 𝑡-Galois-Weierstrass
não implica em ser (𝑡+ 1)-Galois-Weierstrass.
Exemplo 2.19. O semigrupo a seguir é 1-Galois-Weierstrass, mas não é 2-Galois-Weierstrass:
𝐻 = {0, 6, 8, 12, 13, 14, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 25, 26,→}.
Para 𝑡 = 1, temos a seguinte matriz do sistema linear:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 5 13
2 4 0 2 4 8
3 0 3 0 3 21
4 2 0 4 2 16
5 4 3 2 1 29
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Temos a solução ℓ2 = ℓ4 = ℓ5 = 0, ℓ1 = 4 e ℓ3 = 5, ou seja, 𝐻 = 𝐻(𝑃∞),
onde 𝑃∞ é o ponto que estende (0 : 1) e pertence curva dada por:
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦6 −
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎1𝑗)
5∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎3𝑗)3,
com 𝑎𝑖𝑗’s distintos em um corpo 𝑘 com característica diferente de 2 e 3.
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Já para 𝑡 = 2, temos a matriz do sistema linear:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 5 6 7 25
2 4 6 0 2 4 6 18
3 6 1 4 7 2 5 19
4 0 4 0 4 0 4 12
5 2 7 4 1 6 3 13
6 4 2 0 6 4 2 6
7 6 5 4 3 2 1 31
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
que não tem solução inteira não negativa.
O exemplo que segue está relacionado com a vantagem da dissociação do
uso da multiplicidade.
Exemplo 2.20. O semigrupo numérico a seguir é um semigrupo de Weierstrass:
𝐻 = {0, 6, 8, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 23, 24, 26, 28, 29, 30, 31, 32, 34,→}.
Mais precisamente, 𝐻 é 2-Galois-Weierstrass, mas não é 1-Galois-Weierstrass.
De fato, para 𝑡 = 1, temos:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 5 31
2 4 0 2 4 8
3 0 3 0 3 39
4 2 0 4 2 16
5 4 3 2 1 23
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
que tem por solução ℓ1 = 4, ℓ2 = −4, ℓ3 = 5, ℓ4 = 0 e ℓ5 = 4 (solução inteira, mas com
ℓ2 = −4).
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Já para 𝑡 = 2, temos:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 5 6 7 41
2 4 6 0 2 4 6 18
3 6 1 4 7 2 5 35
4 0 4 0 4 0 4 12
5 2 7 4 1 6 3 29
6 4 2 0 6 4 2 6
7 6 5 4 3 2 1 23
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
E, após escalonamento, temos:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0 0 −1 −3
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 1 3
0 0 0 1 0 0 0 5
0 0 0 0 1 0 1 3
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
ou seja, ℓ1 = −ℓ3, com ℓ1, ℓ3 ≥ 0, e portanto ℓ1 = ℓ3 = 0 e ℓ7 = 3. Assim ℓ1 = ℓ2 =
ℓ3 = ℓ5 = ℓ6 = 0, ℓ4 = 5 e ℓ7 = 3 é uma solução inteira não negativa do sistema. E então
temos 𝐻 = 𝐻(𝑃∞) na curva dada por:
𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑦8 −
5∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎4𝑗)4
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎7𝑗)7,
onde 𝑘 tem característica diferente de 2.
De fato, temos 𝐻 = ⟨8, 41, 18, 35, 12, 29, 6, 23⟩ e 𝑔(𝐻) = 17.
Sejam 𝒳 a curva tal que:
𝒳 : 𝑦8 −
5∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎4𝑗)4
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎7𝑗)7 = 0,
e o morfismo 𝜑 : (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒳 ↦ −→ 𝑥 ∈ P1.
Temos apenas um ponto 𝑃∞ ∈ 𝒳 sobre 𝑥 =∞.
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Para 𝑎 ∈ 𝑘∖({𝑎4𝑗}𝑗 ∪ {𝑎7𝑗}𝑗), temos 𝑓(𝑎, 𝑦) = 𝑦8 − 𝜆, para algum 𝜆 ∈ 𝑘*.
Então, como 𝑦8 − 𝜆 tem 8 raízes distintas em 𝑘, 𝑥 = 𝑎 é completamente ramificado.
Como 𝑘(𝑥, 𝑦)/𝑘(𝑥) é uma extensão de Kummer, então cada 𝑥 = 𝑎4𝑗 rami-
fica para 4 pontos distintos de 𝒳 e cada 𝑥 = 𝑎7𝑗 é totalmente ramificado.
E, assim, podemos concluir que 𝑔(𝒳 ) = 17 pela fórmula do gênero de
Hurwitz, e basta mostrar que 𝐻 ⊆ 𝐻(𝑃∞).
Seja 𝑖 ∈ {2, 3, 4, 5, 6, 7} e tome:
𝑧𝑖 = 𝑦𝑖
5∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎4𝑗)−⌊ 4𝑖8 ⌋
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎7𝑗)−⌊ 7𝑖8 ⌋,
temos então:
(𝑧𝑖)∞ = (𝜋2(4𝑖)5 + 𝜋2(7𝑖)3)𝑃∞ =
(︂(︂
4𝑖−
⌊︂4𝑖
8
⌋︂
8
)︂
5 +
(︂
7𝑖−
⌊︂7𝑖
8
⌋︂
8
)︂
3
)︂
𝑃∞,
e portanto: (𝑧2)∞ = 18𝑃∞, (𝑧3)∞ = 35𝑃∞, (𝑧4)∞ = 12𝑃∞, (𝑧5)∞ = 29𝑃∞, (𝑧6)∞ = 6𝑃∞
e (𝑧7)∞ = 23𝑃∞, que implica 𝐻 = 𝐻(𝑃∞).
Exemplo 2.21. Do Teorema 1.4 temos o semigrupo numérico esparso limite:
𝐻 = ⟨2𝑗 + 1; 𝑗 ∈ N, 𝑟 ≤ 𝑗 ≤ 2𝑟 − 1⟩+𝐻6𝑟+1.
Consideremos os casos em que ℎ𝑡 é ímpar.
Para 𝑟 = 1, temos 2𝑟 + 1 = 3, então 𝐻 é 1-Galois-Weierstrass.
Já para 𝑟 = 2, temos 𝐻 = {0, 5, 7, 10, 12, 14, 15, ...}. E, quando 𝑡 = 1,
temos: ⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 16
2 4 1 3 7
3 1 4 2 18
4 3 2 1 14
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
→
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 16
0 0 1 1 5
0 1 1 2 6
0 0 1 1 4
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Para 𝑡 = 2 e 𝑡 = 6, temos, respectivamente:
ℎ2 = 7⇒ 𝑠1 + 𝑠6 = 35 e 𝑠2 + 𝑠6 = 21,
ℎ6 = 15⇒ 𝑠1 + 𝑠14 = 30 e 𝑠2 + 𝑠13 = 45.
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Então, pela Proposição 2.8, 𝐻 não é 𝑡-Galois-Weierstrass para 𝑡 = 1, 2, 6.
Quanto 𝑡 ≥ 7, temos 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−1 = 2ℎ𝑡 e 𝑠2 + 𝑠ℎ𝑡−2 = 2ℎ𝑡 sempre que ℎ𝑡 é
ímpar, e não podemos fazer qualquer afirmação.
Consideremos agora 𝑟 ≥ 3:
𝐻 = {0} ∪ {2𝑟 + 1, 2𝑟 + 3, ..., 4𝑟 − 1} ∪ {4𝑟 + 2, 4𝑟 + 4, ..., 6𝑟 + 2} ∪ {6𝑟 + 3, 6𝑟 + 4, ...} .
Como 2𝑟 + 1 ≥ 7, podemos considerar a Proposição 2.8.
Para 𝑡 = 1, temos 𝑠1 + 𝑠2𝑟 = 12𝑟+6 (par) e 𝑠2 + 𝑠2𝑟−1 = 10𝑟+5 (ímpar).
Quando 1 < 𝑡 ≤ 𝑟− 1, segue que ℎ𝑖 = 2𝑟+ 2𝑖− 1, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑟− 1 e então
ℎ𝑡 = 2𝑟 + 2𝑡− 1. Assim 4𝑟 − 1 = ℎ𝑟 > ℎ𝑡 = 2𝑟 + 2𝑡− 1, ou seja, ℎ𝑡 + 2 ∈ 𝐻.
Além disso, desde que 𝑟 ≥ 3 e 𝑡 > 1, temos também ℎ𝑡− 2 ∈ 𝐻. Portanto:
𝑠1 = 𝜆1ℎ𝑡 + 1
𝑠2 = ℎ𝑡 + 2
𝑠ℎ𝑡−2 = ℎ− 𝑡− 2
𝑠ℎ𝑡−1 = 𝜆2ℎ𝑡 + ℎ𝑡 − 1
para certos 𝜆1, 𝜆2 inteiros não negativos.
Se 𝐻 é 𝑡-Galois-Weierstrass para 1 < 𝑡 ≤ 𝑟 − 1, então 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−1 =
𝑠2 + 𝑠ℎ𝑡−1, e teríamos 𝜆1 = 0 e 𝜆2 = 1, ou 𝜆1 = 1 e 𝜆2 = 0.
Mas 𝜆1 = 0 implica 𝑠1 = 1, gerando uma contradição sobre o fato de
2𝑟 + 1 ≥ 7. E então só podemos assumir 𝜆2 = 0, tendo assim 𝑠ℎ𝑡−1 = ℎ𝑡 − 1 um número
par, pois ℎ𝑡 é ímpar; gerando outra contradição pela forma de 𝐻: ℎ𝑡 − 1 < 4𝑟 − 1, com
ℎ𝑡 − 1 ∈ 𝐻 e ℎ𝑡 − 1 par.
Se 𝑡 = 𝑟, temos ℎ𝑡 = ℎ𝑟 = 4𝑟− 1, então 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−1 = (8𝑟− 1)+ (8𝑟− 3) =
16𝑟 − 4 (par) e 𝑠2 + 𝑠ℎ𝑡−2 = 8𝑟 + (4𝑟 − 3) = 12𝑟 − 3 (ímpar).
Portanto 𝐻 não é 𝑡-Galois-Weierstrass para 1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑟.
O próximo elemento de 𝐻 ímpar é dado quando 𝑡 = 2𝑟 + 2, ℎ𝑡 = 6𝑟 + 3
e, de forma análoga ao que fizemos no caso 𝑡 = 𝑟, segue-se que 𝐻 não é (2𝑟 + 2)-Galois-
Weierstrass.
Por fim, para 𝑡 ≥ 2𝑟 + 4 tal que ℎ𝑡 seja ímpar, temos 𝑠1 + 𝑠ℎ𝑡−1 = 𝑠2 +
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𝑠ℎ𝑡−2 = 2ℎ𝑡, e nada podemos afirmar.
2.3 Aplicações
Nesta seção, apresentaremos algumas aplicações correspondentes aos se-
migrupos 𝑡-Galois-Weierstrass.
2.3.1 6, 8-semigrupos do tipo duplo recobrimento que são 1-Galois-
Weierstrass
Um 𝑚-semigrupo é um semigrupo que tem multiplicidade 𝑚, então, aqui
trataremos de alguns semigrupos numérico que possuem multiplicidade 6 e alguns que
possuem multiplicidade 8.
Sabemos de [6] que se 𝐻 ′ é um semigrupo de Weierstrass de gênero 𝑔′,
condutor 𝑐′, multiplicidade 𝑚′ e 𝑛 é um número inteiro ímpar tal que 𝑛 ≥ 2𝑐′ − 1 e
𝑛 ̸= 2𝑚′ − 1, então 𝐻 := 2𝐻 ′ + 𝑛N0 é um semigrupo de Weierstrass, chamado semigrupo
do tipo recobrimento duplo.
Temos então a seguinte questão: O semigrupo 𝐻 = 2𝐻 ′ + 𝑛N0, com as
condições acima, é 𝑡-Galois-Weierstrass para algum 𝑡?
Apresentaremos aqui condições necessárias e suficientes para que 𝐻 seja
1-Galois-Weierstrass, desde que a multiplicidade de 𝐻 seja 6 ou 8.
Seja 𝐵(𝐻 ′,𝑚′)∖{𝑚′} = {𝑠′1, ..., 𝑠′𝑚′−1} um conjunto de Apery do semigrupo
de Weierstrass 𝐻 ′. De [6], temos:
𝐵(𝐻, 2𝑚′) = {2𝑚′, 2𝑠′1, ..., 2𝑠′𝑚′−1, 𝑛, 𝑛+ 2𝑠′1, ..., 𝑛+ 2𝑠′𝑚′−1}
é a base standart para 𝐻 = 2𝐻 ′ + 𝑛N0, e 𝐻 tem multiplicidade 2𝑚′, pois 𝑛 ≥ 2𝑚′ + 1.
Então, para 𝑟 = 1, ...,𝑚′ − 1:
𝑠′𝑟 = 𝜆𝑟𝑚′ + 𝑟 ⇒ 2𝑠′𝑟 = 𝜆𝑟(2𝑚′) + 2𝑟 ⇒ 2𝑠′𝑟 ≡ 2𝑟( mod 2𝑚′).
Temos 𝑛 um número inteiro ímpar não negativo, então 𝑛 ≡ 1, 3, ..., 2𝑚′−1(
mod 2𝑚′), caso contrário 𝑛 ≡ 2𝑤( mod 2𝑚′), para algum inteiro 𝑤, o que implicaria
𝑛 = 𝜆2𝑚′ + 2𝑤 = 2(𝜆𝑚′ + 𝑤), e teríamos 𝑛 um número par.
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Então, se 𝑛 ≡ 𝑙( mod 2𝑚′), para 0 < 𝑙 < 2𝑚′, e 𝑠𝑖 = min{ℎ ∈ 𝐻;ℎ ≡ 𝑖(
mod 2𝑚′)}, para 0 < 𝑖 < 2𝑚′, temos:
𝑠2𝑟 = 2𝑠′𝑟
𝑠𝑙 = 𝑛
𝑠𝜋1(2𝑟+𝑙) = 𝑛+ 2𝑠′𝑟
para 𝑟 = 1, ..., (𝑚′ − 1), observando que 𝜋1(2𝑟 + 𝑙) = (2𝑟 + 𝑙)−
⌊︁
2𝑟+𝑙
2𝑚′
⌋︁
2𝑚′.
Assim, para que 𝐻 = 2𝐻 ′+𝑛N0 seja 1-Galois-Weierstrass, precisamos que
o seguinte sistema tenha solução inteira não negativa:
(︂
𝑖𝑗 − 2𝑚′
⌊︂
𝑖𝑗
2𝑚′
⌋︂)︂
(2𝑚′−1)×(2𝑚′−1)
(ℓ𝑗)(2𝑚′−1)×(1) = (𝑠𝑖)(2𝑚′−1)×(1) ,
onde os 𝑠𝑖’s são dados acima.
Observação 2.22. Veja que na construção acima, enfraquecemos as condições sobre 𝑛,
pedindo que seja ímpar e maior que 2𝑚′. Além disso, tiramos a condição de que 𝐻 ′ seja
uma semigrupo de Weierstrass, escrevemos o sistema em termos de 𝑛 e dos elementos do
conjunto de Apery de 𝐻 ′ e, ainda, não colocamos qualquer condição sobre a multiplicidade
𝑚′ de 𝐻 ′.
Proposição 2.23. Sejam 𝐻 ′ um semigrupo numérico com multiplicidade 3, 𝑛 > 5 um
inteiro ímpar e 𝐻 = 2𝐻 ′ + 𝑛N0.
1. Se 𝑛 ≡ 0( mod 3), então 𝐻 é 1-Galois-Weierstrass com respeito a curva:
𝑦6 −
2𝑠′1−𝑠
′
2
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎2𝑗)2
𝑛
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎3𝑗)3
2𝑠′2−𝑠
′
1
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎4𝑗)4.
2. Se 𝑛 ≡ 1( mod 3), 2𝑠′1 = 𝑠′2 e 𝑛 ≥ 𝑠′1, então 𝐻 é 1-Galois-Weierstrass com respeito
a curva:
𝑦6 −
𝑠′1∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎1𝑗)
𝑛−𝑠′1
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎3𝑗)3.
3. Se 𝑛 ≡ 2( mod 3), 2𝑠′2 = 𝑠′1 e 𝑛 ≥ 𝑠′2, então 𝐻 é 1-Galois-Weierstrass com respeito
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a curva:
𝑦6 −
𝑛−𝑠′2
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎3𝑗)3
𝑠′1+𝑠
′
2
3∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎5𝑗)5.
Demonstração. 1. Se 𝑛 ≡ 0( mod 3), temos o sistema:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 5 𝑛+ 2𝑠′2
2 4 0 2 4 2𝑠′1
3 0 3 0 3 𝑛
4 2 0 4 2 2𝑠′2
5 4 3 2 1 𝑛+ 2𝑠′1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
cuja solução é ℓ1 = 0, ℓ2 = (2𝑠′1 − 𝑠′2)/3, ℓ3 = 𝑛/3, ℓ4 = (2𝑠′2 − 𝑠′1)/3, e ℓ5 = 0.
2. Se 𝑛 ≡ 1( mod 3), temos o sistema:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 5 𝑛
2 4 0 2 4 2𝑠′1
3 0 3 0 3 𝑛+ 2𝑠′1
4 2 0 4 2 2𝑠′2
5 4 3 2 1 𝑛+ 2𝑠′2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
cuja solução é ℓ1 = (𝑠′1 + 𝑠′2)/3, ℓ2 = 0, ℓ3 = (𝑛 − 𝑠′1)/3, ℓ4 = (𝑠′2 − 2𝑠′1)/3, e ℓ5 =
(2𝑠′1 − 𝑠′2)/3.
3. Se 𝑛 ≡ 2( mod 3), temos o sistema:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 5 𝑛+ 2𝑠′1
2 4 0 2 4 2𝑠′1
3 0 3 0 3 𝑛+ 2𝑠′2
4 2 0 4 2 2𝑠′2
5 4 3 2 1 𝑛
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
cuja solução é ℓ1 = (2𝑠′2 − 𝑠′1)/3, ℓ2 = (𝑠′1 − 2𝑠′2), ℓ3 = (𝑛 − 𝑠′2)/3, ℓ4 = 0, e ℓ5 =
(𝑠′1 + 𝑠′2)/3.
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Proposição 2.24. Sejam 𝐻 ′ um semigrupo numérico com multiplicidade 4, 𝑛 > 7 um
inteiro ímpar tal que 𝑛 ≥ 𝑠′1 ou 𝑛 ≥ 𝑠′3 e 𝐻 = 2𝐻 ′ + 𝑛N0.
1. Se 𝑛 ≡ 1( mod 4) e 𝑠′3 = 𝑠′1 + 𝑠′2, então 𝐻 é 1-Galois-Weierstrass com respeito a
curva:
𝑦8 −
𝑠′2
2∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎1𝑗)
2𝑠′1−𝑠
′
2
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎2𝑗)2
𝑛−𝑠′1
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎4𝑗)4, se 𝑛 ≡ 1( mod 8), ou
𝑦8 −
2𝑠′1−𝑠
′
2
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎2𝑗)2
𝑛−𝑠′1
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎41)4
𝑠′2
2∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎5𝑗)5, se 𝑛 ≡ 5( mod 8).
2. Se 𝑛 ≡ 3( mod 4) e 𝑠′1 = 𝑠′2 + 𝑠′3, então 𝐻 é 1-Galois-Weierstrass com respeito a
curva:
𝑦8 −
𝑠′2
2∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎3𝑗)3
𝑛−𝑠′3
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎4𝑗)4
2𝑠′3−𝑠
′
2
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎6𝑗)6, se 𝑛 ≡ 3( mod 8), ou
𝑦8 −
𝑛−𝑠′3
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎4𝑗)4
2𝑠′3−𝑠
′
2
4∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎6𝑗)6
𝑠′2
2∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎7𝑗)7, se 𝑛 ≡ 7( mod 8).
Demonstração. Seja 𝑠𝑖 = min{ℎ ∈ 𝐻 = 2𝐻 ′+𝑛N0;ℎ ≡ 𝑖( mod 8)}, para 𝑖 = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
temos então o sistema:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 2 3 4 5 6 7 𝑠1
2 4 6 0 2 4 6 𝑠2
3 6 1 4 7 2 5 𝑠3
4 0 4 0 4 0 4 𝑠4
5 2 7 4 1 6 3 𝑠5
6 4 2 0 6 4 2 𝑠6
7 6 5 4 3 2 1 𝑠7
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
→
⎛⎜⎝ 𝑖𝐿1 − 𝐿𝑖 → 𝐿𝑖
𝑖 ≥ 2
⎞⎟⎠→
⎛⎜⎝ 𝐿3 − 𝐿2 → 𝐿3
𝐿5 − 𝐿4 → 𝐿4
⎞⎟⎠→
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→
⎛⎜⎝ 𝐿6 − 𝐿4 → 𝐿4
𝐿7 − 𝐿6 → 𝐿7
⎞⎟⎠→
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐿2 → 𝐿5
𝐿3 → 𝐿4
𝐿4 → 𝐿3
𝐿5 → 𝐿7
𝐿6 → 𝐿2
𝐿7 → 𝐿6
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
→
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐿3 − 𝐿5 → 𝐿3
𝐿5 − 𝐿6 → 𝐿5
𝐿6 − 𝐿7 → 𝐿7
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠→
→
⎛⎜⎝ 𝐿4 − 𝐿3 → 𝐿4
𝐿7 − (𝐿4 − 𝐿3)→ 𝐿7
⎞⎟⎠→
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝐿5 → 𝐿4
𝐿6 → 𝐿5
𝐿4 → 𝐿6
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠→
→
(︂
𝐿2 − 2𝐿3 − 3𝐿4 − 3𝐿5 − 4𝐿6 → 𝐿2
)︂
→
⎛⎜⎝ 18𝐿𝑖 → 𝐿𝑖
2 ≤ 𝑖 ≤ 6
⎞⎟⎠→
→
(︂
𝐿1 −∑︀6𝑖=2 𝑖𝐿𝑖 → 𝐿1
)︂
→
→
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0 0 −1 (𝑠1 − 𝑠2 − 2𝑠3 − 𝑠5 + 𝑠6 + 2𝑠7)/8
0 1 0 0 0 0 0 (−4𝑠1 + 𝑠2 + 4𝑠3 − 𝑠4 + 3𝑠5 − 3𝑠7)/8
0 0 1 0 0 0 1 (𝑠2 + 𝑠4 − 𝑠6)/8
0 0 0 1 0 0 0 (𝑠1 − 𝑠2 − 𝑠6 + 𝑠7)/8
0 0 0 0 1 0 1 (𝑠1 + 𝑠4 − 𝑠5)/8
0 0 0 0 0 1 0 (𝑠1 − 𝑠3 − 𝑠4 + 𝑠6)/8
0 0 0 0 0 0 0 (−𝑠1 + 𝑠3 + 𝑠5 − 𝑠7)/8
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
Temos −𝑠1 + 𝑠3 + 𝑠5 − 𝑠7 = 0, pois 𝑠3 = 𝑠1 + 𝑠2 e 𝑠1 = 𝑠2 + 𝑠3 quando
𝑛 ≡ 1( mod 4) e 𝑛 ≡ 3( mod 4), respectivamente. Então:
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0 0 0 −1 (−𝑠2 − 𝑠3 + 𝑠6 + 𝑠7)/8
0 1 0 0 0 0 0 (−𝑠1 + 𝑠2 + 𝑠3 − 𝑠4)/8
0 0 1 0 0 0 1 (𝑠2 + 𝑠4 − 𝑠6)/8
0 0 0 1 0 0 0 (𝑠1 − 𝑠2 − 𝑠6 + 𝑠7)/8
0 0 0 0 1 0 1 (𝑠1 + 𝑠4 − 𝑠5)/8
0 0 0 0 0 1 0 (𝑠1 − 𝑠3 − 𝑠4 + 𝑠6)/8
0 0 0 0 0 0 0 0
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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1. Se 𝑛 ≡ 1( mod 4) e 𝑠3 = 𝑠1 + 𝑠2, a solução é:
(︂
𝑠2
2 ,
2𝑠2 − 𝑠1
4 , 0,
𝑛− 𝑠1
4 , 0, 0, 0
)︂
, para 𝑛 ≡ 1( mod 8),
(︂
0, 2𝑠2 − 𝑠14 , 0,
𝑛− 𝑠1
4 ,
𝑠2
2 , 0, 0
)︂
, para 𝑛 ≡ 5( mod 8).
2. Se 𝑛 ≡ 3( mod 4) e 𝑠1 = 𝑠2 + 𝑠3, a solução é:
(︂
0, 0, 𝑠22 ,
𝑛− 𝑠3
4 , 0,
2𝑠3 − 𝑠2
4 , 0
)︂
, para 𝑛 ≡ 3( mod 8),
(︂
0, 0, 0, 𝑛− 𝑠34 , 0,
2𝑠3 − 𝑠2
4 ,
𝑠2
2
)︂
, para 𝑛 ≡ 7( mod 8).
2.3.2 Semigrupos numéricos gerados por dois elementos que são
𝑡-Galois-Weierstrass
Seja 𝐻 um semigrupo numérico tal que 𝐻 = ⟨ℎ, 𝑟⟩. Escrevendo 𝐻 =
{0 < ℎ1 < ℎ2 < ...}, então existe 𝑡 ∈ {1, ..., ℎ} tal que ℎ = ℎ𝑡.
Se mdc(ℎ, 𝑟) = 𝑑 ̸= 1, então 𝐻 = ⟨ℎ, 𝑟⟩ ⊆ 𝑑N0 não tem complementar
finito em N0, ou seja, 𝐻 não é um semigrupo numérico. Portanto, se 𝐻 = ⟨ℎ, 𝑟⟩, sempre
vamos considerar mdc(ℎ, 𝑟) = 1. Além disso, existe um único 𝑠 ∈ {1, ..., ℎ− 1} tal que
𝑟𝑠 ≡ 1( mod ℎ).
De fato, considerando o anel Zℎ, temos 𝑟 inversível em Zℎ se, e somente
se, mdc(ℎ, 𝑟) = 1, e este inverso é único. Chamando este inverso de 𝑟−1, basta tomar
𝑠 ∈ {1, ..., ℎ− 1} tal que 𝑟−1 ≡ 𝑠( mod ℎ).
Consideremos então a curva dada por:
𝒳 : 𝑦ℎ −
𝑟∏︁
𝑗=1
(𝑥− 𝑎𝑗)𝑠,
onde a característica de 𝑘 não divide ℎ.
Proposição 2.25. Seja 𝑃∞ ∈ 𝒳 , então 𝐻(𝑃∞) = 𝐻 = ⟨ℎ, 𝑟⟩.
Demonstração. Observemos inicialmente que a curva dada pelo polinômio 𝑦ℎ−∏︀𝑟𝑗=1 (𝑥− 𝑎𝑗)𝑠
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é da forma dada na Definição 2.1. Então se mdc(ℎ, 𝐿1) = 1, podemos usar os resultados
anteriores, onde 𝐿𝑖 :=
∑︀ℎ𝑡−1
𝑗=1 𝜋𝑡(𝑖𝑗)ℓ𝑗.
Para o polinômio 𝑦ℎ −∏︀𝑟𝑗=1 (𝑥− 𝑎𝑗)𝑠, temos:
𝐿1 =
ℎ−1∑︁
𝑗=1
(︂
1𝑗 −
⌊︂1𝑗
ℎ
⌋︂
ℎ
)︂
ℓ𝑗,
onde ℓ𝑠 = 𝑟 e ℓ𝑗 = 0 para 𝑗 ̸= 𝑠, então 𝐿1 = 𝑟𝑠. Como 𝑟𝑠 ≡ 1( mod ℎ), então
mdc(ℎ, 𝐿1) = 1, e, além disso:
𝐿𝑖 =
(︂
𝑖𝑠−
⌊︂
𝑖𝑠
ℎ
⌋︂
ℎ
)︂
𝑟, 𝑖 = 1, ..., ℎ− 1,
ou seja, 𝑟 divide 𝐿𝑖, 𝑖 = 1, ..., ℎ− 1.
Como vimos anteriormente, 𝐻(𝑃∞) = ⟨ℎ, 𝐿1, ..., 𝐿ℎ−1⟩, assim 𝐻(𝑃∞) ⊆
𝐻 = ⟨ℎ, 𝑟⟩. Portanto, falta mostrar a inclusão contrária.
Veja que ℎ ∈ 𝐻(𝑃∞), pois (𝑥)∞ = ℎ𝑃∞, então mostremos que 𝑟 ∈ 𝐻.
Seja 𝑟′ ∈ {1, ..., ℎ− 1} tal que 𝑟 ≡ 𝑟′( mod ℎ), então:
𝐿𝑟′ =
(︃
𝑟′𝑠−
⌊︃
𝑟′𝑠
ℎ
⌋︃
ℎ
)︃
𝑟.
Como 𝑟𝑠 ≡ 1( mod ℎ), então 𝑟′𝑠 ≡ 1( mod ℎ), e assim existe 𝜆 ∈ Z tal
que 𝑟′𝑠− 𝜆ℎ = 1. Portanto 𝜆 = 𝑟′𝑠−1
ℎ
e temos
⌊︁
𝑟′𝑠
ℎ
⌋︁
= 𝑟′𝑠−1
ℎ
.
E, assim, concluímos 𝐿𝑟′ = 𝑟.
A Proposição 2.25 nos diz que todo semigrupo numérico gerado por dois
elementos é do tipo 𝑡-Galois-Weierstrass.
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